Distribuciones de probabilidad con MS Excel

Un poco de historia

Jakob Bernouilli (1654-1705) es junto a su herma-
no Johann uno de los miembros mas destacados de la
familia suiza que durante dos siglos domindé el conoci-
miento de las matematicas.

Su obra Ars cojectandi publicada ocho afios por su
sobrino Nicolaus I, después de su muerte, se conside-
ra el primer tratado importante sobre la teoria de
probabilidades.

Consta de cuatro partes. En la primera se incluyen
los trabajos de Huygens junto con un comentario per-
sonal sobre la obra del autor e introduce los llamados
numeros de Bernouilli.

La segunda incluye una teoria general acerca de la
Combinatoria que le permite dar el paso para el estu-
dio de las distribuciones binomial y normal.

Las partes tercera y cuarta estan dedicadas exclusi-
vamente a la teoria de probabilidades, estudiando en
esta dltima la ley de los grandes nimeros.
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Variable aleatoria X es la variable asociada a un experimento aleatorio. Puede ser

discreta o continua.

Si la variable es discreta se definen:

Funcién de probabilidad es la funcién f(X;) que asigna cada valor de la variable

discreta x; su probabilidad: f(x,)=P(X =X;)=p, con Z p, =1.

Funcién de distribucién es la funcién que determina la probabilidad de que la va-
riable discreta X tome un valor menor o igual que x;: F(x,) = P(X £X,).

Si la variable es continua se definen:

Funcién de probabilidad también llamada funcion densidad es la funcion f(x) tal

que j+mf (x) =1 siendo f(x)>0.

Funcién de distribucién determina la probabilidad de que la variable continua X

tome un valor menor o igual que a: F(a)=P(X <a)= Ia f (X)dX y es por tanto una

primitiva de la funcion densidad.

Dependiendo del tipo de variable aleatoria, las distribuciones de probabilidad pue-

den ser discretas o continuas.

Como ejemplos mas representativos de cada tipo de variables estan la distribu-
cion discreta “Binomial” y la distribucion continua “Normal”.
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Distribucién binomial

Supongamos que un experimento aleatorio tiene las siguientes caracteristicas:

. En cada prueba del experimento sélo son posibles dos
resultados: el suceso A (éxito) y su contrario A’ (fraca-
S0).

. El resultado obtenido en cada prueba es independiente
de los resultados obtenidos anteriormente.

o La probabilidad del suceso A es constante, la represen-
tamos por p, y no varia de una prueba a otra. La pro-
babilidad de A’ es 1- p y la representamos por d.

o El experimento consta de un niUmero n de pruebas.

Todo experimento que tenga estas caracteristicas diremos que sigue el modelo de
la distribucién Binomial. A la variable X que expresa el nUmero de éxitos obte-
nidos en cada prueba del experimento, la llamaremos variable aleatoria bino-
mial.

La variable binomial es una variable aleatoria discreta, que s6lo puede tomar los
valores O, 1, 2, 3, 4, ..., n suponiendo que se han realizado n pruebas.

La distribucién Binomial se suele representar por B(n,p) siendo n y p los para-
metros de dicha distribucion.

Funcién de probabilidad de la distribucién Binomial o también denominada funcién
de la distribucion de Bernoulli (para n=1) con 0< p<1.

n
Probabilidad de obtener k-éxitos: P(X =Kk) = [kjpkan .

Parametros de la Distribucién Binomial

Media | Varianza | Desviacion tipica
H=Np | o? =npqg o =4/npq

Funcién de distribucién

F(x)=P(X <x) :(gj p°q" J{Zj plq”1+...(?j pig™.

Aparato de Galton

El funcionamiento de este artilugio es el siguiente:

Se sitla verticalmente y por el embudo de la parte superior
se echan un montén de perdigones que van cayendo y se
recogen en las casillas inferiores.

Al chocar con cada hexagono, el perdigén tiene un 50% de
probabilidad de ir a la izquierda o a la derecha.
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Las posibilidades de caer en cada casillero se ajustan a los nu-
meros combinatorios y se simula asi el triAngulo de Pascal o Tar-
taglia.

En el aparato de Galton de la imagen cada 2°=16 perdigones,
deberian repartirse en cada casillero de la siguiente manera:

o)+ (1= ()= 3)=« (g}

Si se repite la experiencia con aparatos de Galton de distintos niveles se pueden
comprobar las propiedades de los niUmeros combinatorios.

Este aparato permite simular distribuciones binomiales siempre que el niUmero de
perdigones sea suficientemente grande.

NUumeros combinatorios

El factorial de un nimero natural n es n!'=n-(n—-1):(n—-2)...321 y que por convenio
ol=1.

. ) o (nJ n! n(n-1)-(n-2)..(n—k +1)
Se define el nimero combinatorio = .

k) Ki(n—k)! k-(k—1)..321

. - dades: n_lbn_n ny (n OIn+1_n+n
as propiedades: a) 0l~ )1— c) 7 il ) Tk k1)

Los niumeros combinatorios aparecen en el desarrollo de binomio de Newton:

@+b) = " lan+ " lamh+ " la el " labmte "o
0 1 2 n-1 n

A partir de las formulas anteriores se pueden obtener:

3l wien()

0

Estas propiedades se pueden comprobar en el triAngulo de Pascal o de Tartaglia.
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Distribucién normal o Gaussiana

Esta distribucion es frecuentemente utilizada en las aplicacio-
nes estadisticas. Su propio nombre indica su extendida utiliza-
cion, justificada por la frecuencia o normalidad con la que cier-
tos fendmenos tienden a parecerse en su comportamiento a
esta distribucion.

|... i
= E T
b 4 —41
sl Muchas variables aleatorias continuas presentan una funcion de
R, - densidad cuya grafica tiene la forma de campana de una distri-
buciéon normal, como:

e Caracteres morfolégicos de individuos (personas, animales, plan-
tas,...) de una especie como tallas, pesos, envergaduras, diametros,
perimetros, etc.

e Caracteres fisiolégicos, como el efecto de una misma dosis de un
farmaco, o de una misma cantidad de abono.

e Caracteres sociolégicos, como el consumo de cierto producto por un
mismo grupo de individuos, puntuaciones de examen.

e Caracteres psicolégicos, como el cociente intelectual, grado de adap-
tacion a un medio, etc.

e Errores cometidos al medir ciertas magnitudes.

e Valores estadisticos muestrales, como la media.

e Otras distribuciones como la binomial o la de Poisson son aproxima-
ciones normales.

Y en general cualquier caracteristica que se obtenga como suma de muchos facto-
res.

La distribucion normal queda definida por dos parametros, su media 4 y su
desviacion tipica o y se representa asi N(u,0) .

Funcién densidad

Six)

campana de Gauss
2
(x—p)
202

1
T0="rs"

La funcion tiene las siguientes propiedades:
e Dominio: R

iz

e Puntos de inflexién: en X=u—-0c yen X=u+0o

¢ Maximo: [
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Asintota: el eje OX es una asintota horizontal
Simetria: respecto a la recta X = u

e Monotonia: creciente en (— oo,,u) y decreciente en (,u,+oo)
¢ Signo: siempre positiva

Funcién de distribucién

fix)
. 1 (x-u)’
F(x)=P(X <X) =Iwﬁe 20° (x

con — < X<

noox W

Tipificacion
. . . - X —u
Si la variable es X en N(u,0) entonces la variable tipificada es Z = que
o

sigue también una distribuciéon normal N(0,1).

ZZ
Por tanto su funcion de densidad es ¢(z) = e 2 con —o<zZ<o y su fun-

5|~
g

2

[:§r5dt,

cion de distribucion es F(z)=P(Z <2)=®(2) =

|-
y

siendo la representacion grafica de esta funcion:

A la variable Z se la denomina variable tipificada de X, y a la curva de su funcién de
densidad curva normal tipificada. Existen unas tablas de la curva normal tipificada
que permite resolver cualquier distribucién normal.

Caracteristica de la distribucién normal tipificada (reducida, estandar)
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No depende de ningln parametro

Su media es 0, su varianza es 1 y su desviacion tipica es 1.
La curva f(x) es simétrica respecto del eje OY

Tiene un maximo en este eje

Tiene dos puntos de inflexibnen z=1y z=-1

Aproximacién de la Binomial por la Normal

Se conoce como teorema de De Moivre.

Demostré que bajo determinadas condiciones (para n grande y
tanto p como g no estén préximos a cero) la distribucién Bino-
mial B(n, p) se puede aproximar mediante una distribucién nor-

mal N(np,ﬁ).

Debemos tener en cuenta que cuanto mayor sea el valor de n,
y cuanto mas proximo sea p a 0.5, tanto mejor sera la aproxi-
macién realizada. Es decir, basta con que se verifique
np>=5yng=5.

Gracias a esta aproximacion es facil hallar probabilidades binomiales, que para
valores grandes de n resulten muy laboriosos de calcular.

Hay que tener en cuenta que para realizar correctamente esta transformaciéon de
una variable discreta (binomial) en una variable continua (normal) es necesario
hacer una correcciéon de continuidad, llamada de Yates:

PlX¥=ql=Pla-05<X<¢g+05)

"IN

e

d

Es decir, se sustituye el valor discreto “a” de la binomial por un intervalo continuo.
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